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Sazetak

Momenti tromosti nekog tijela, primjerice letjelice, kljuéni su parametar njegove dinamike jer
predstavljaju mjeru otpora rotacijskom gibanju. Sto je letjelica tromija, teze ¢e biti zapoceti, ali i
zaustaviti njezinu rotaciju. U radu je prikazana metodologija teorijskog i eksperimentalnog odredivanja
vrijednosti momenata tromosti pravilnih geometrijskih tijela, te vrlo jednostavna metoda odredivanja
momenta tromosti nepravilnih tj., slozenih predmeta na primjeru bespilotne letjelice s rotacionim
krilom. Eksperimentalna metoda odredivanja momenata tromosti tijela temelji se na principu
bifilarnog njihala i mjerenju perioda njihanja. Za potvrdu ispravnosti postavki njihala najprije se testira
podudaranje poznate vrijednosti gravitacijskog ubrzanja s dobivenom vrijednosti nakon uvrs$tavanja
izmjerenog perioda. Sljededi korak je eksperimentalno odredivanje momenata tromosti geometrijski
pravilnog tijela - drvenog kvadra poznatih dimenzija. Tek nakon potvrde da su metodom dovoljno
to¢no odredeni momenti tromosti drvenog kvadra, provodi se eksperimentalno odredivanje
momenata tromosti bespilotne letjelice s rotacionim krilom. Rezultati testiranja momenata tromosti
bespilotne simetricne letjelice mase 292 g, pokazali su kako su momenti tromosti oko longitudinalne
i poprecne osi gotovo identicni, dok su najveée vrijednosti dobivene za moment tromosti oko z osi.

KLWUCNE RUECI: eksperimentalno odredivanje momenata tromosti, bifilarno njihalo, bespilotna
letjelica, rotacijsko gibanje

Summary

Moment of inertia of a specific body, say an aircraft, is a key parameter of its dynamics, because it
represents the amount of resistance required to counteract angular motion. The more the aircraft is
inert, the harder it is to start and to stop its rotation. This thesis shows the methodology of theoretical
and experimental determination of moments of inertia for regular geometric bodys, and a fairly simple
method used for irregular and complex bodys, such as a rotary wing unmanned aerial vehicle. The
experimental method is based on a principle of a bifilar torsional pendulum and its measured swing
periods. First, the known values of the gravitational acceleration and the measured values are
compared, in order to confirm the accuracy of the pendulum. The next step is experimentally
determining the moment of inertia for a regular geometric body, in this case a wooden cuboid. After
confirming the method is accurate, using the wooden cuboid, it can be proceeded to determining the
moment of inertia for a rotary wing unmanned aerial vehicle. The results of the experiment on a rotary
wing unmanned aerial vehicle, with a mass of 292 g, showed that moments of inertia around
longitudinal and lateral axis are almost identical, while the moment of inertia around the vertical z axis
has the highest values.

KEY WORDS: experimental determination of moments of inertia, bifilar pendulum, unmanned aerial
vehicle, rotational motion
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1. UvoD

Mjerenja momenata tromosti su neizostavni dio kod dizajniranja, modeliranja i konstrukcija
zrakoplova, uklju¢ujuc¢i male bespilotne letjelice. Kako bi zrakoplov mogao mijenjati smjer,
pilot mora mo¢i jednostavno manevrirati silama i momentima zrakoplova zakretanjem
njegovih upravljackih povrsina. Moment tromosti kod rotacijskog gibanja istovjetan je masi
kod translacijskog gibanja. Sto je moment tromosti nekog tijela veéi to ga je teZe pokrenuti tj.
zaustaviti njegovu rotaciju. Za razliku od mase momenti tromosti nisu nepromjenjive velicine,
vec ovise o osima oko kojih se odvija rotacija.

Proteklih nekoliko godina male bespilotne letjelice su izuzetno dobile na vrijednosti
zahvaljujuéi Sirokoj lepezi mogucénosti za koje se mogu koristiti. Vrijednosti momenata
tromosti letjelica odreduju potrebne momente zakretanja za Zeljeno kutno ubrzanje oko
promatrane osi rotacije. 1z tih razloga su bitne osobine za proucavanje dinamike leta i razvoja.
Eksperimentalno odredivanje momenata tromosti nije novi koncept, ve¢ dolazi jos iz davnog
razvojnog doba zrakoplovstva. Godine 1926. objavilo se prvo istrazivanje rotacija oko osi. Tada
se ve¢ osjetila nuzinost eksperimentalnog odredivanja momenata tromosti letjelica.
Eksperiment odraden u ovom radu, pomocu torzijskog njihala s 2 vezice, princip vuce jos iz tih
povijesnih vremena. Nacin mjerenja se nije puno promijenio zbog svoje jednostavnosti. Uz
jednostavnost, eksperiment je vrlo siguran i izuzetno pouzdan.

U radu je opisano Sto su to momenti tromosti, kako se odreduju analiticki, te kako se mogu
eksperimentalno odrediti za drveni kvadar i bespilotnu letjelicu s rotacionim krilom oko osi x,
y, i z. Kako bi se osigurala to¢nost metodologije eksperimenta koristio se drveni kvadar
poznatih, tj. mjerljivih vrijednosti duZine, visine i Sirine, kojemu je bilo jednostavno analiticki
izraCunati momente tromosti oko vlastitih osi, te onda provjeriti odgovaraju li
eksperimentalnim rezultatima. Period osciliranja se mjerio 10 puta za svaku os kako bi se
minimalizirala ljudska pogreSka mjerenja, te je onda uzet prosjek. Nakon drvenog kvadra,
mjerili su se momenti tromosti bespilotne letjelice rotacionog krila.
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2. MOMENT TROMOSTI

Neka se uzme da postoji neka Cestica mase Am, te da je ona nekom ¢vrstom vezom

_
zanemarive mase pricvrs¢ena na osovinu AA'. Budu li na nju djelovale sile ili spreg sila M do¢i
¢e do rotacije. Kutno ée ubrzanje £ tada biti obrnuto proporcionalno umnos$ku mase &estice m
i kvadrata njene odaljenosti r od osi rotacije, Sto se moze zapisati i u sljede¢em obliku:

M = (r?- Am)e (2.1)

UmnoZak 72 - Am prikazuje mjeru tromosti opisanog sustava. Ta se mjera jo§ naziva i
dinamic¢kim momentom tromosti ¢estice mase Am s obzirom na os AA". [1]

4’//

A

Slika 1 - Rotacija Cestice oko nepomicne osi AA' [1]

Kada bi se tijelo mase m podijelilo na veliki broj manjih elemenata Am,, Am,,..., Am;, moglo
bi se prikazati kako je zapravo mjera inercije, tj. tromosti jednaka zbroju malih elementarnih
momenata inercije: Kada bi se tijelo mase m podijelilo na veliki broj manjih elemenata Am,,
Am,,..., Am;, moglo bi se prikazati kako je zapravo mjera inercije, tj. tromosti, jednaka zbroju
tih malih elementarnih momenata inercije:

n

réAm, + rfAm, + -+ = Z r?Am; (2.2)
i=1
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A

Slika 2 - Rotacija krutog tijela oko nepomicne osi AA' [1]

Prelaskom na grani¢nu vrijednost, tj. kad dimenzije elemenata Am,, Am, , ..., Am; postanu
beskonacno male, a njihov broj beskonacno velik, zbroj:

n
riAmy + riAm, + - = ZriZAmi (2.3)
i=1
Prelazi u integral:

I = frzdm (2.4)

m
U izrazu (2.4) sa r je oznacena najmanja udaljenost ranije spomenutog beskonac¢no malog

elementa neke mase dm od osi rotacije AA', te se time dolazi do definicije za aksijalni moment
tromosti tijela oko spomenute osi.

Jednadzba (2.4) opisuje otpor rotacijskom gibanju nekog tijela. Kao $to je masa tijela m mjera
otpora translacijskog gibanju, tako je i moment inercije mjera otpora rotacijskom gibanju.

Kako se u izrazu za moment tromosti pojavljuje umnozak mase i kvadrata udaljenosti od osi,
jedinica za moment tromosti je kgm?. 1z izraza je jasno vidljivo da je vrijednost momenta
tromosti uvijek veca od nule (masa je uvijek veca od nule i kvadrat udaljenosti je veéi od nule).

Kod momenata inercije bitnu ulogu igra gustoéa promatranog tijela. Ako gustoca nije jednaka
po cijelom tijelu, onda se p mora ukljuciti u integraciju. Medutim, ako gustoca je jednaka za
cijelo tijelo, onda za sve elemente koji imaju masu dm vrijedi da je dm = pdV (dV je
elementarni volumen tijela). Ako se to uzme u obzir, izraz (2.4) se moZe zapisati u obliku:
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I = pf r2dv (2.5)

14

Polumjer inercije i tijela mase m s obzirom na neku os, moze se definirati kao:

I
i= [— ili I=i*m (2.6)
m

Polumjer inercije predstavlja udaljenost od osi rotacije na kojoj bi trebala biti koncentrirana
¢itava masa tijela kako bi aksijalni moment tromosti tijela pri tome ostao nepromijenjen [1].

Momenti inercije s obzirom na osi pravokutnoga koordinatnog sustava definirani su na sljededi

nacin:

I, = j(y2 + z%)dm (2.7)
I, = f(zz + x%)dm (2.8)
I, = f(yz + x%)dm (2.9)

Slika 3 - Momenti tromosti prema osima pravokutnoga koordinatnog sustava [1]
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2.1. Analiticko odredivanje momenata tromosti

Momente tromosti pravilnih geometrijskih tijela kojima se oblik moze opisati matemati¢kim
formulama, kao npr.: disk ili ispunjeni kvadar i sl. je lako izra¢unati. Problem nastaje kada je
potrebno odrediti momente tromosti objekata koji nisu pravilni, odnosno, nije ih lako
matematicki opisati [5]. Odredivanju momenata tromosti predmetima nepravilnih oblika se
pristupa empirijski odnosno eksperimentalno, jer je analiticki gotovo nemoguée. Moment
tromosti, prema tome, ovisi o obliku tijela, raspodjeli mase, poloZaju osi rotacije i udaljenosti
od osi rotacije.

Ako je m masa tijela, a r njegov polumijer, a os rotacije ujedno i os simetrije moment inercije
Supljeg valjka ili prstena iznosit ce :

I = mr? (2.10)

Tromost jednoliko ispunjenog valjka ili kruzne ploce iznosit ce:

mr
I = (2.112)
2
Homogeno ispunjene kugle:
2
[ = ZWSW (2.12)

Moment tromosti homogeno ispunjenoga Stapa kojemu je os rotacije okomita na duZinu
Stapa, i nalazi se na polovici duzine Stapa / :

B ml?

= (2.13)
12

Ovo su samo neki primjeri pravilnih tijela kojima se s lako¢om racunaju momenti tromosti,
medutim u ovom radu se radi na eksperimentalnom odredivanju momenata tromosti
nepravilnog tijela jedne bespilotne letjelice s rotacionim krilom [3].
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2.2. Jednadzba gibanja krutog tijela oko nepomicne osi

Pri rotaciji krutog tijela oko nepomicne osi tocke na tijelu gibaju se po koncentri¢nim
kruznicama koje leze u ravninama okomitima na os rotacije. Rotacija krutog tijela mase m oko
nepomicne osi z prikazana je na slici 4.

Slika 4 - Rotacija tijela oko nepomicne osi z

Na tijelo prikazano na slici 4. djeluju razne sile kao Sto su f;, f;, ,EV), te zbog toga tijelo ima
neku kutnu brzinu @ i kutno ubrzanje . U prirodnom koordinatnom sustavu se ubrzanje svake
Cestice tijela moze prikazati preko komponenti sila, i to tangencijalne i normalne. Na desnom
djelu slike 4., prikazano je promatranje gibanja tijela u ravnini xy koje je okomito na os rotacije
z. Na tom djelu se vide komponente ubrzanja:

ay = rw? (2.14)

ar =re (2.15)

Pa su inercijske sile koje djeluju na ¢esticu mase dm :
dF,y = rw?dm (2.16)
dF,; = redm (2.17)
Prema D'Alembertovom principu sve vanjske sile koje djeluju na tijelo, reakcije u osloncima i

inercijske sile integrirane po citavom tijelu medusobno moraju biti u dinamickoj ravnotezi [1].
Jednadzba dinamicke ravnoteZe razmatranog tijela oko osi rotacije z glasi:
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MZ - f TdFLT == 0 (218)

Gdjeje M, = ), M,, zbroj svih momenata oko osi rotacije. Daljnjim sredivanjem i uvrstavanjem
izraza (2.17) u (2.18) dolazi se do :

M, — f r?edm =0 (2.19)
m

Kutno ubrzanje & je konstanta pri integraciji po masi tijela i moze se staviti ispred znaka

integrala. Kako je po definiciji I, = fm r2dm izraz (2.19) prelazi u:

M, =1l (2.20)

odnosno:

M, =1,¢ (2.21)

Izraz (2.21) predstavlja jednadzbu gibanja za kruto tijelo koje rotira oko nepomicne osi. Dakle,
rezultantni moment oko osi rotacije jednak je umnosku momenta tromosti I, oko osi rotacije
i kutnog ubrzanja €. ¢ predstavlja drugu derivaciju prevaljenog kuta ¢ $to je isto Sto i €. Ova
jednadzba potpuno je istovjetna jednadzbi translacijskog gibanja F, = ma odnosno F, = mX
gdje je X takoder druga derivacija puta. Usporedivanjem tih dviju jednadzbi vidi se da moment
inercije u jednadzbi rotacijskog gibanja ima istu ulogu kao i masa u jednadzbi gibanja Cestice

[1].
2.3. Uloga momenata tromosti u gibanju zrakoplova

Tijekom leta, krila zrakoplova odnosno kontrolne povrsine zrakoplova zbog reakcija sa zrakom
stvaraju aerodinamicke sile. Hvatista aerodinamickih sila kontrolnih povrsina nalaze se na
nekoj udaljenosti od srediSta mase zrakoplova uslijed ¢ega nastaju momenti oko glavnih osi.
Zakretni moment uzrokuje rotaciju zrakoplova [3]. Sposobnost kontroliranja koli¢ine
generirane sile i momenata omogucduje pilotu manevriranje i izravnavanje zrakoplova. Kako bi
se ostvarile Sto bolje karakteristike manevriranja proizvodaci zrakoplova moraju uzeti u obzir
momente tromosti. Momenti tromosti nekog aviona prikazuju koliki ée biti potreban moment
za pocCetak okretanja te koliko ée se brzo zaustavljati iz rotacije. Oni igraju istu ulogu koju masa
ima kada se radi o linearnom ubrzanju. Sto je zrakoplov teZi, odnosno ima veéu masu, vise je
vremena potrebno da ubrza, kao i da se zaustavi.

Tri su momenta inercije, po jedan oko svake osi okretanja, medutim, najbitniji je moment
tromosti oko longitudinalne osi. Najbitniji je iz razloga Sto krila stvaraju najve¢e momente

7
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tromosti. Sto je veéi moment inercije du? dane osi, zrakoplovu je zahtjevnije postiéi potrebno
kutno ubrzanje. Vrijednost momenta duz neke osi odreden je raspodjelom teZine oko te osi.

Na primjer, u gibanju valjanja, okretanja oko longitudinalne osi, ako zrakoplov ima dosta tezine
kod vrha krila okretat ¢e se sporije. Vrh krila je krajnji dio krila koji se nalazi na najvecoj
udaljenosti od tijela zrakoplova. U pravilu se taj dio krila radi da bude Sto laksi bas iz
spomenutih razloga, medutim postoje zrakoplovi koji pri kraju krila imaju spremnike za gorivo
i sl., Sto mora biti uzeto u obzir kod proracuna brzine rotacije. [4] Momenti tromosti ¢e tako
ovisiti i o vrsti i poloZaju zakrilaca na krilu. Kako se zrakoplov kre¢e s vremenom ce gubiti
gorivo, pa tako i masu u krilima. Kako se to mijenja mijenjat ¢e se i njegova tromost
manevriranja. Podvozje ¢e takoder imati ulogu ako je izvuceno, kako kod slijetanja tako i kod
zrakoplova koji imaju fiksno izvu¢eno podvozje. Sto je podvozje dulje, i gume teZe, stvarati ¢e
vedi otpor pri rotaciji.

Zrakoplovni manevri su oblici letenja koji zrakoplova postavljaju u neobi¢ne pozicije. Oni se
izvode u zra¢nim predstavama, borbama zrakoplova, raznim natjecanjima i sl. Manevri mogu
biti izvedeni pojedinacno ili u formacijama od viSe zrakoplova. Gotovo pa svi zrakoplovi su
sposobni izvoditi neke tipove manevara, iako to nije uvijek bas legalno ili najsigurnije. Kod
manevriranja uz mnoge druge stvari kao Sto je vucna sila, energija i tezina, bitnu ulogu igraju
i momenti tromosti, tj. raspodjela mase oko osi zrakoplova. Posebno se rade krila sa
spremnicima Sto blizim trupu zrakoplova kako bi se postigla brza okretanja. Sami materijali od
kojih se proizvode pridonose smanjenju tromosti.

Kako bi se dodatno smanjila masa pri kraju krila, proizvode se krila koja se suzavaju. Takva su
krila strukturno i aerodinamicki ucinkovitija od krila koja su konstantnog oblika, a lakse ih je
izraditi od elipti¢nog tipa krila [3].

= > A~

konstantna Sirina  suZena, trapezoidna  Inverzno suzena

Slika 5 - Neki od tipova izrade krila

2.4. Momenti tromosti oko pojedinih osi zrakoplova

Za razliku od automobila koji se kre¢u samo translacijski, naprijed i nazad po svoje 3 osi,
zrakoplovi imaju sposobnost gibanja rotacijski oko svake osi. KaZe se da se zrakoplovi gibaju u
pravom 3d?! prostoru, te zbog toga imaju tzv. 6 stupnjeva slobode gibanja. Uz moguénost

13d prostor — trodimenzionalni prostor, prostor koji ima tri dimenzije, odnosno definiran je s tri dimenzije
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kretanja naprijed i nazad po svakoj od 3 osi, za zrakoplove je bitna i moguénost okretanja oko
svake osi.

Gibanje po x osi: naprijed i Rotacija oko x osi — roll
nazad
= 6 stupnjeva slobode
Gibanje po y osi: lijevo i desno + Rotacija oko y osi — pitch upnjev
Gibanje po z osi: gore i dolje Rotacija oko z osi — yaw

. propinjanje A

Nk

skretanje

e
D

valjanje

longitudinalna os

v
okomita 0s  paralelna os

Slika 6 - 6 stupnjeva slobode

Moze se reci da je kutna koli¢ina gibanja L nekog krutog tijela jednaka umnosku momenta

tromosti /i kutne brzine ﬁ

L=10 (2.22)

Ukupna koli¢ina gibanja cijelog tog istog krutog tijela dobiva zbrajanjem svih koli¢ina gibanja
pojedinih Cestica. Da bi se to postiglo potrebno je raspisati kutnu koli¢inu gibanja po
komponentama. Izraz kutne koli¢ine gibanja Cestice jednak je izrazu ukupne koli¢ine gibanje,
medutim moraju se uvesti neke nove oznake jer se sada promatra vise komponenti. Uzimajuci
sve to u obzir dolazi se do konacnih izraza za komponente kutne koli¢ine gibanja krutog tijela:

Ly = Liywy — Ixywy — L0,
Ly, = —Lywy + ,w, — 1,0, (2.23)

L, = —L,w, — Iyzwy — I, w,

Koristeci gornje izraze, jednakost L =10 mose se zapisati kao matri¢na jednadzba:
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L, Lyx Ixy Ly, Wy
Lyl=|-hx Ly -~y [“)y] (2.24)
Lz _sz _Izy Izz Wy

Matrica u sredini naziva se tenzorom inercije, i sastoji se od devet elemenata. Tenzor inercije
govori o raspodjeli mase u krutom tijelu. Ako je tijelo simetricno oko neke osi, primjerice, x
osi, onda ce vrijediti I, = I, = I, = I,,, = 0. Kako je prije navedeno da se kutna koli¢ina
gibanja za kruto tijelo izracunava sumiranjem svih kutnih koli¢ina gibanja svih Cestica, slijedi
da svaki element tenzora inercije predstavlja sumu istog izraza za svaku cesticu tijela. Ova
tvrdnja potvrduje se usporedbom izmedu jednadzbe kutne koli¢ine gibanja za i -tu Cesticu i

slijedecih izraza.

Elementi na dijagonali matrice su zapravo ukupni momenti inercije oko pojedinih osi [4]:
Ly = Zmi (YLZ +Zi2)
i
— 2 2
L,y = Z m; (zi + xi) (2.25)
i
I, =zmi (xi2+)/i2)
i
Iz Cega se vidi da Sto je masa dalja od osi rotacija moment tromosti ¢e se povecavati, takoder
vrijedi i za udaljenost. Sto je neka Cestica mase m dalja od osi rotacija zrakoplova bit ¢e

potreban veéi moment da ju se pokrene u rotaciju i da ju se zaustavi iz iste. Ove jednakosti se
mogu bolje shvatiti ako se pogleda slika 3.
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3. EKSPERIMENTALNO ODREDIVANJE MOMENATA TROMOSTI KRUTOG

TUELA

Ovaj dio, te svi sljededi dijelovi rada odnose se direktno na provedeni eksperiment. Dosad je
bilo opisano sto je to moment tromosti, njegove znacajke, vaznosti i uloge, ali opcenito za sve
letjelice i kruta tijela. Eksperiment se temelji na mjerenju perioda ovjesenog predmeta na
bifilarno torzijsko njihalo, koje je detaljnije opisano u sljede¢em poglavlju.

3.1. Princip rada bifilarnog torzijskog njihala

Njihalo prikazano na slici 3.1, je torzijsko njihalo koje se sastoji od 2 vezice, duljine h, na koje
je ovjesen testni predmet, te su one medusobno udaljene za vrijednost D [5].

HM

- ) =

predmet testiranja

mirovanje

Slika 7 - Prikaz bifilarnog torzijskog njihala

Za tijela kojima je matematicki nemogude opisati oblik, momente inercije tj. tromosti odreduje
se eksperimentiranjem koristeéi jednostavno njihalo koje koristi povezanost izmedu perioda
oscilacije i momenata tromosti ovjeSenog tijela.

Njihalo, odnosno predmet ovjesen na njihalo, oscilira oko svoje vertikalne osi. Kut rotacije u
horizontalnoj ravnini je 8. Zahvaljujuéi gravitacijskoj sili dolazi do povratnog zakretnog
momenta njihala, jer se promatrani predmet lagano podigne svaki put kad oscilira. To uzrokuje
njegov povratak u prvobitno stanje. Takvom gibanju vrlo je jednostavno izmjeriti period. U
pravilu se mjeri 10 puta po 10 oscilacija te se onda uzima prosjek za vrijeme jednog perioda.
Takoder, ne mjeri se od prvog otpustanja predmeta jer je veéa vjerojatnost pogreske, pusti se
prvi put da se zanjiSe te se kre¢e mjeriti kada se predmet vrati u poéetni polozZaj [5] [7].

11
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Da bi se krenulo s eksperimentom njihalo prvo mora biti testirano radi ispravnosti. Kako bi se
to ucinilo gravitacijsko ubrzanje ¢e biti eksperimentalno odredeno ljuljajuéi predmet, te onda
mjerenjem perioda njihanja i onda koristenjem sljedecih jednadzbi:

2m
= = — 3.1
w = 2nf 7 (3.1)
g A1?h

Ako su eksperimentalno odredeni rezultati za gravitacijsko ubrzanje dovoljno blizu poznatoj
vrijednosti (g = 9,81 m/s?), onda se moze reci kako je njihalo dobro postavljeno, te se moze
poceti raditi na odredivanju momenata tromosti koristeéi jednadzbe u nastavku. Kako bi se
odredili momenti tromosti, period T koji ¢e se dalje koristiti u jednadzbama nije period
oscilacije nego vrijeme potrebno predmetu da se rotira oko svoje osi:

_ mgD?T?

= 3.3
! 16m2h (3:3)

Gdje je :

m — masa tijela

g — gravitacijsko ubrzanje

D — udaljenost izmedu vezica

T — period vremena potreban tijelu da se rotira oko osi

h —duljina vezica njihala

12



Leo Matak Aeronautika

I D =
h h
L4 4

A

Slika 8 - Konfiguracija njihala

3.2. Opis postupka eksperimenta i potrebne opreme

Eksperiment sam po sebi nije tezak za izvesti, ne zahtijeva napredne laboratorije ili lasersku
preciznost, medutim odredena oprema je potrebna. Vezice mogu biti bilo kojeg materijala,
medutim Sto su lakSe, manje ¢e utjecati na rezultat. Bilo koji mobitel s malo boljem kamerom
je dostatan. Metar i ravnalo sluZze za mjerenje duljina i udaljenosti vezica kao i za
dimenzioniranje kvadra. Ostala oprema, iskljuCujuéi testni predmet, odnosno bespilotnu
letjelicu, nije toliko bitna za eksperiment, te se moze improvizirati s odabirom.

- 2vezice jednake duljine

- Drveni blok dimenzija 12,3 cm x 3,8 cm x 8,9 cm.
- Mobitel kao fotoaparat i Stoperica
- Metar

- Ravnalo

- Binder clips

- Skare

- Mini quadcopter

- Gumice

- Spajalice za papir

- Kemijska olovka i biljeZnica

- Kalkulator

Koristedi se prethodno navedenom opremom, do rezultata traZzenih u ovom radu se dolazi sljede¢im
na¢inom:

13
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Odrediti dimenzije drvenog kvadra; masu m, duZinu g, visinu b i Sirinu c. Nakon
toga uvrstiti u formule i izracunati momente oko sve 3 osi.

Sastaviti jednostavno bifilarno torzijsko njihalo, pazedi da vezice budu paralelne
i jednake duljine. Nakon toga treba ovjesiti kvadar tako da ne bude nagnut, ve¢
da lezi u ravnini.

Izmjeriti i zapisati vrijednosti udaljenosti vezica D, i duljine h

Provjera ispravnosti njihala. Da bi se osigurala ispravnost testira se za neku
poznatu vrijednost. U ovom radu je uzeta konstanta gravitacijskog ubrzanja, g.
Za odredivanje gravitacijskog ubrzanja njiSe se spomenuti kvadar te mu se mjeri
vrijeme potrebno do povratka u pocetni polozaj; period T. Period je dakle
vrijeme potrebno da se predmet zanjiSe u jednom smjeru te vrati skroz nazad
u pocetni polozaj. Kako bi se minimalizirala ljudska pogreska kod mjerenja,
mjeri se 10 oscilacija 10 puta, te se uzima prosjec¢na vrijednost.

Za odredivanje gravitacijskog ubrzanja koristi se sljedeéa formula:

4m%h
TZ
U ovom radu koristile su se mjerne jedinice u obliku centimetara po sekundi po

g:wzhz

sekundi; cm/s? tako da gravitacijsko ubrzanje treba iznositi otprilike 981 cm/s?.
Nakon Sto se gravitacijsko ubrzanje eksperimentalno odredi, i priblizno bude
jednako poznatoj vrijednosti njihalo je ispravno postavljeno tj. konfigurirano te
se moZe preci na eksperimentalno odredivanje momenata tromosti. Ponovo se
mjeri udaljenost izmedu vezica D, te njihova duljina, h.
Za eksperimentalno odredivanje momenata tromosti koristi se sljedeéa
jednadzba:

mgD?T?
'=Tewen
Pritom period T vise nije period oscilacije njihanja kao u 4. tj. 5. koraku nego je
to sad vrijeme potrebno da se tijelo rotira oko svoje osi. Za svaku os se mjeri
posebno. Takoder 10 oscilacija 10 puta za svaku os.
Nakon S$to su dobiveni rezultati eksperimentiranja sa drvenim kvadrom,
usporeduje se s dobivenim analiti¢kim rezultatima. Ako je devijacija analitickog
racunanja i eksperimentiranja < 10% njihalo je ispravno konfigurirano. U slucaju
da je razlika veca od 10%, negdje je doSlo do pogreske.
Kada su rezultati usporedeni i utvrdeno je da je sustav ispravno postavljen, da
daje to€ne rezultate, moze se preci na pravi zadatak ovoga rada. Ponavljaju se
koraci od 2 — 7, samo $to se umjesto drvenog kvadra koristi bespilotna letjelica
rotacionog krila. [5]
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4. MJERENJA MOMENATA TROMOSTI DRVENOGA KVADRA

Prije nego se s dovoljnom to¢noséu moglo krenuti eksperimentirati i odredivati momente
inercije nekog nepravilnog tijela kao $to je letjelica rotacionog krila, moralo se utvrditi
ispravnost postavljane aparature odnosno njihala. To je potvrdeno koristeci prvo pravilno
geometrijsko tijelo; homogeno ispunjeni drveni kvadar.

4.1. Analiticko odredivanje momenata tromosti drvenoga kvadra

ZaizraCunavanje momenata tromosti drvenoga kvadra koriste se poznate jednadzbe:

L m(b? + c?)
o 12
m(a® + c¢?)
=— - 4.1
L, - (4.1)

. m(a® + b?)

z 12
by
b
|'|II—|_________' ..--"

a — .~ C

Slika 9 - Osi i varijable kvadra

Tablica 1 - Karakteristike drevnoga kvadra

a (cm) b (cm) ¢ (cm) m (g) L, (gem?) | I, (gem?) | I, (gem?)

12,3 3,7 8,8 292 2217,51 5565,76 4014,51

4.2. Eksperimentalno odredivanje momenata tromosti drvenoga kvadra

Prije nego se mogu eksperimentalno odrediti momenti tromosti drvenog kvadra, usporedena
je eksperimentalno dobivena vrijednost gravitacijskog ubrzanja i poznata vrijednost iste.
Vrijednost gravitacijskog ubrzanja dobivena je mjerenjem perioda potrebnog za njihanje
drvenoga kvadra te uvrStavanjem tog perioda u sljedeéu jednadzbu:
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_4m?h_ 4m?-91

— .2 — — ~ 2
9y = w*h = —5= = 5135 = 981,1699 ~ 981cm/s (4.2)
Slika 10 - Postavka za odredivanje momenata oko x osi
Tablica 2 - vrijeme potrebno kvadru za 10 oscilacija
X y ‘ z
Mjerenje Vrijeme (s)
1 19,421 19,322 19,222
2 19,312 18,938 19,212
3 19,182 18,971 19,289
4 19,461 19,215 19,327
5 19,122 19,105 19,095
6 19,492 19,223 19,123
7 19,226 19,208 19,226
8 19,449 19,167 19,354
9 19,056 18,989 19,225
10 19,563 19,212 19,137
Prosjek 19,328 19,135 19,221
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Slika 11 - Postavka za odredivanje momenata oko y osi

Slika 12 - Postavka za odredivanje momenata oko z osi

17
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Tablica 3 - vrijeme potrebno za 10 oscilacija oko osi

X y ‘ 4

Mijerenje Vrijeme (s)

1 11,60 14,03 11,71

2 11,64 13,51 11,39

3 11,86 13,47 11,41

4 11,86 13,42 11,42

5 11,70 13,89 11,44

6 11,73 13,94 11,54

7 11,73 13,62 11,53

8 12,03 13,55 11,59

9 12,04 13,62 11,58

10 11,72 14,02 11,64
Prosjek 11,79 13,71 11,54

Tablica 4 - mjerenja njihala po osima
Os m (g) h (cm) D (cm) T, njihanja (s) T, rotacije | w (rad/s)
oko osi (s)

X 292 91 8,8 1,9328 1,1791 3,2508
y 292 91 12,3 1,9135 1,3707 3,2836
z 292 91 12,3 1,9221 1,1535 3,2689

Tablica 5 - Usporedba poznatih vrijednosti gravitacijskog ubrzanja i izracunatog gravitacijskog ubrzanja

Os Eksperimentalno (cm/s?) | Poznato (cm/s?) Odstupanje
X 961,673 981 2,01%

y 981,17 981 0,017%

Z 972,409 981 0,883%

Momente inercije moZe se odrediti mjerenjem perioda vremena potrebnog bloku da se rotira
oko svoje osi umjesto da ga se ljulja kao u prethodnom mjerenju. Nakon izmjerenog perioda,
uvrstava se u sljedecu jednadzbu:

[ = mgD?T? _292-981- 12,32-1,37072

= _ - ,
Y 16m?h 16m2 - 91 5666,12 ~ 5565,76 gcm

(4.3)
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Tablica 6 - Usporedba analitickih i eksperimentalnih rezultata momenata tromosti

Os Eksperimentalno Analiti¢ko (gcm?) Odstupanje
(gcm?)

X 2146,15 2217,51 3,33%

y 5666,17 5565,76 1,77%

z 4012,73 4014,51 0,044%

Rezultati eksperimentalno odredenih momenata tromosti drvenog bloka su vrlo to¢ni kao Sto
je prikazano u tablici 4. Odstupanja izmedu eksperimentalnih i analitickih vrijednosti za I,,
I, il bilasu3,33%, 1,77 %i0,044 % .
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5. ODREDIVANJE MOMENATA TROMOSTI BESPILOTNE LETJELICE

5.1. Definiranje koordinatnog sustava letjelice

Da bi letjelica bila efikasna potrebno je s lakoéom moci kontrolirati nagib i orijentaciju u sve
tri dimenzije i oko sve 3 osi. Tijekom leta, svaka letjelica ¢e se okretati oko svog centra
gravitacije, tocke koja je lokacija sredista mase letjelice. Kad bi morali definirati jednu tocku u
kojoj je pohranjena tj. koncentrirana sva masa letjelice, to bi bila ta tocka. Kroz tu se tocku
onda moze odrediti 3-dimenzionalni koordinatni sustav kojem je svaka os okomita na druge
dvije osi. Orijentacija zrakoplova moze se tada odrediti koli¢inom rotacije dijelova zrakoplova
duz spomenutih osi.

Slika 13 - Osi rotacije letjelice

Yaw ili vertikalna os je definirana kao os koja je okomita na ravninu motora tj. rotora i prolazi
kroz centar mase. Yaw gibanja ili skretanja su gibanja u kojima letjelica ostaje u istoj ravnini te
se rotira oko spomenute osi u lijevo ili desno. Pitch ili poprec¢na os je os paralelna s ravninom
motora i okomita na Yaw os te takoder prolazi srediStem mase. Pitch gibanja ili poniranja su
gibanja kojima se kontrolira stav tj. nagib letjelice, odnosno kontrolira se podizanje ili
spustanje prednjeg djela letjelice. Roll ili longitudinalna os je os okomita na prethodno
definirane osi te se gibanja oko te osi ocituju kao valjanja, odnosno podizanja i spustanja
bocnih rotora.
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5.2. Eksperimentalno odredivanje momenata tromosti letjelice

Jednom kompleksnom predmetu kao $to je letjelica s 4 rotora nije moguce matematicki
odrediti momente tromosti oko vlastitih osi. Mozda kad bih se letjelica rastavila na dijelove te
se onda zasebno rac¢unalo za svaki dio te se u konacnici zbrojilo, bi se doslo do nekog to¢nog
rezultata. Puno jednostavnije rjesSenje je eksperimentalni pristup uz torzijsko njihalo [8].

Slika 14 - Postavka za odredivanje momenata oko x osi

Slika 15 - Postavka za odredivanje momenata oko z osi
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Slika 16 - Postavka za odredivanje momenata oko y osi

ta oko osi z

v

c¢unanje momena

Slika 17 - Cjelokupna postavka za ra
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Tablica 7 - Vrijeme potrebno letjelici za 10 oscilacija u postavci njihala

Yaw Roll | Pitch
Mijerenje Vrijeme (s)

1 18,77 19,01 18,65

2 18,42 19,02 18,59

3 18,65 18,54 18,76

4 18,77 18,65 18,89

5 18,46 18,36 18,87

6 18,43 18,65 18,65

7 18,41 18,81 18,55

8 18,44 18,75 18,44

9 18,54 18,92 18,49

10 18,32 18,79 18,46
Prosjek 18,521 18,75 18,635

Tablica 8 - Vrijeme potrebno za 10 oscilacija rotiranja oko osi
Yaw Roll ‘ Pitch
Mjerenje Vrijeme (s)

1 12,83 12,21 12,3

2 13,01 12,17 12,18

3 12,97 12,22 12,28

4 12,91 12,12 12,1

5 13,04 12,12 12,18

6 13,04 12,17 12,07

7 13,02 12,13 12,11

8 12,89 12,21 12,14

9 12,92 12,29 12,25

10 13,07 12,2 12,28
Prosjek 12,19 12,18 12,97
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Tablica 9 - Mjerenja njihanja letjelice po osima
Os m (g) h (cm) D (cm) T, njihanja | T, rotacije | w (rad/s)
(s) oko osi (s)
X 16 85 8 1,875 1,2184 3,351
y 16 85 8 1,8635 1,2189 3,3717
Z 16 85 12 1,8521 1,297 3,3925

Sada kad je potvrdena eksperimentalna metoda koriStena u ovom eksperimentu za
odredivanje momenata tromosti nekoga objekta, mogu se odrediti trazeni momenti tromosti
bespilotne letjelice. Slicno kao u provjeri za drveni kvadar, prije svega se mora gravitacijsko
ubrzanje potvrditi kako bi se osigurala vjerodostojna konfiguracija:

412h B 412 -85
T2 =~ 1,8752

Grou = W’h = = 954 cm/s? ~ 981 cm/s? (5.1)

Tablica 10 - Usporedba poznatih vrijednosti gravitacijskog ubrzanja i izracunatog gravitacijskog ubrzanja

Os Eksperimentalno (cm/s?) | Poznato (cm/s?) Odstupanje
X 954,501 981 2,776%
y 966,318 981 1,519%
z 978,25 981 0,281%

Nakon toga, kao sto je navedeno u prethodnom odjeljku, moment tromosti oko vlastite osi se
moze racunati sljede¢om jednadzbom:

mgD?T? 1698182 1,2184?
16m2h 1672 - 85

Loy = = 111,099 gcm? (5.2)

Preostali rezultati testiranja gravitacijskog ubrzanja i proracuni momenata tromosti za
bespilotnu letjelicu mogu se pronaci u tablicama 6. i 7. Ti isti rezultati su potvrdeni prijasnjim
eksperimentom s drvenim kvadrom koji se pokazao izuzetno toénim.

Tablica 11 - Eksperimentalno odredeni momenti

Eksperimentalno odredeni momenti (gcm?)
Yaw 283,265
Roll 111,099
Pitch 111,19
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6. ZAKUUCAK

Za vozila koja se kre¢u samo translacijski, najbitniju ulogu kod tromosti ¢ini iskljué¢ivo masa. Za
vozila kao $to su zrakoplovi i letjelice, odnosno vozila koja se uz translacijska gibanja kreéu i
rotiranjem, kljuénu ulogu ¢ine momenti tromosti oko osi rotacija. Zbog potreba skretanja,
upravljanja i manevriranja zrakoplova, pa tako i letjelica potrebno je proracunati momente
tromosti. Kod geometrijski pravilnih predmeta do tih se rezultata moze doci analiticki,
medutim za sloZenije predmete ucinkovitiji pristup je eksperimentalni. Zbog vrlo male
devijacije poznate vrijednosti gravitacijskog ubrzanja i gravitacijskog ubrzanja odredenog
mjerenjem perioda drvenog kvadra, te malog odstupanja analiticki odredenih momenata
tromosti i eksperimentalno odredenih momenata tromosti drvenog kvadra, daljnji rezultati
dobiveni za letjelicu mogu se smatrati dostatnima. Odstupanja eksperimentalno utvrdenih i
poznatih vrijednosti gravitacijskog ubrzanja variraju od 0,017 % do 2,776 % za drveni kvadar i
letjelicu, a odstupanja izmedu eksperimentalno odredenih momenata inercije za kvadar kre¢u
se od 0,044 % do 3,33 %. Najvjerojatniji uzrok pogresaka bio je ljudska pogreska pri mjerenju
perioda. Da bi se pogreska umanijila Sto viSe, provedeno je 10 ispitivanja po 10 oscilacija te se
onda uzimao prosjek. Mjerenja perioda mogu se vidjeti u tablicama 2, 3, 7. i 8. Zbog simetri¢ne
konstrukcije i raspodjele mase letjelice, dobiveni rezultati momenata tromosti oko
longitudinalne i paralelne osi su identi¢ni, dok su najvece vrijednosti rezultata dobivene za
rotaciju oko vertikalne (yaw) osi. Mjerenja izvrSena u okviru zavrSnog rada prikazuju kako se
moment tromosti mozZe jednostavno odrediti eksperimentalno kako za bespilotnu letjelicu,
tako i za bilo koji predmet nepravilnog oblika.
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udaljenost izmedu vezica njihala

frekvencija titranja
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QLS g™ ™

kutno ubrzanje

gustocda tijela

kutna brzina Cestice

druga derivacija prijedenog kuta
vektor ukupne kutne brzine tijela
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